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ΘΕΜΑ Α
Α1. Απόδειξη σελ. 186 σχολικό βιβλίο

Α2. Ορισμός σελ. 76 σχολικό βιβλίο

Α3. Ορισμός σελ. 161 σχολικό βιβλίο

Α4. α) Σωστό

β) Σωστό

γ) Λάθος

δ) Λάθος

ε) Σωστό

ΘΕΜΑ Β

Β1. H f είναι παραγωγίσιμη με f ′(x) = 3x2+2αx+9 και αφού έχει ακρότατο στο x = 1 από το Θεώρημα
του Fermat θα έχουμε

f ′(1) = 0 ⇔ 3+2α+9 = 0 ⇔ 2α=−12 ⇔α=−6.

Τότε f (x) = x3 −6x2 +9x −3 με f ′(x) = 3x2 −12x +9 = 3(x2 −4x +3) και

f ′(x) = 0 ⇔ x2 −4x +3 = 0 ⇔ x = 1 ή x = 3.

x

f ′

f

−∞ 1 3 +∞

+ − +■0 ■0

Η f έχει πράγματι ακρότατο στο x = 1 για α=−6, οπότε η λύση είναι δεκτή.

Β2. • Αν x ∈ [0,1] = A1, η f ↑, άρα

f (A1) = [ f (0), f (1)] = [−3,1].

Το 0 ∈ f (A1), άρα υπάρχει ρ1 ∈ (−∞,1) τέτοιο ώστε f (ρ1) = 0 και η f ↑, άρα ρ1 μοναδικό.

• Αν x ∈ [1,3] = A2 η f ↓, άρα

f (A2) = [ f (3), f (1)] = [−3,1].

To 0 ∈ f (A2) άρα υπάρχει ρ2 ∈ (1,3) τέτοιο ώστε f (ρ2) = 0 και η f ↓ άρα ρ2 μοναδικό.
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• Αν x ∈ [3,+∞) = A3 η f ↑ άρα

f (A3) = [ f (3), lim
x→+∞ f (x)) = [−3,+∞).

To 0 ∈ f (A3) άρα υπάρχει ρ3 ∈ (3,+∞) τέτοιο ώστε f (ρ3) = 0 και η f ↑, άρα ρ3 μοναδικό.

Επομένως η f (x) = 0 έχει ακριβώς 3 ρίζες, θετικές.

Β3. Η f ′ είναι παραγωγίσιμη με f ′′(x) = 6x −12. Έχουμε

f ′′(x) = 0 ⇔ 6x = 12 ⇔ x = 2

και
f ′′(x) > 0 ⇔ 6x > 12 ⇔ x > 2.

x

f ′′

f

−∞ 2 +∞

− +■0

Άρα η f είναι κοίλη στο (−∞,2] και κυρτή στο [2,+∞) και παρουσιάζει σημείο καμπής το A(2, f (2))
δηλαδή το A(2,0).

Β4. Έστω g (x) = x + f (x) = x3 −6x2 +10x −3.

H g είναι παραγωγίσιμη με g ′(x) = 1+ f ′(x).
H εφαπτομένη (ε1) της C f στο (ξ, f (ξ)) είναι

y − f (ξ) = f ′(ξ)(x −ξ).

Η ε1 τέμνει τον y ′y για x = 0, άρα
y = f (ξ)−ξ f ′(ξ),

δηλαδή τον τέμνει στο K (0, f (ξ)−ξ f ′(ξ)).

H εφαπτομένη (ε2) της Cg στο (ξ, g (ξ)) είναι η

y − g (ξ) = g ′(ξ)(x −ξ).

Για x = 0 είναι
y = g (ξ)−ξg ′(ξ) = ξ+ f (ξ)−ξ(1+ f ′(ξ)) = f (ξ)−ξ f ′(ξ).

Άρα οι (ε1) και (ε2) τέμνονται στο σημείο K τουy ′y .
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ΘΕΜΑ Γ

Γ1. Εξετάζουμε την f ως προς τη συνέχεια στο x0 = 0. Πρέπει lim
x→0−

f (x) = lim
x→0+

= f (0). Έχουμε

• lim
x→0−

f (x) = lim
x→0−

ex ημ x = 0

• lim
x→0+

= lim
x→0+

√
x2 +x = 0

Άρα lim
x→0−

f (x) = lim
x→0+

f (x) = f (0), επομένως, η f είναι συνεχής στο x0 = 0.

Για την παραγωγισιμότητα:

lim
x→0−

f (x)− f (0)

x −0
= lim

x→0−
ex ·ημ x

x
= lim

x→0−
ex · lim

x→0

ημ x

x
= 1 ·1 = 1

lim
x→0+

f (x)− f (0)

x −0
= lim

x→0+

p
x2 +x

x

0
0=== lim

x→0+

|x|
√

1+ 1

x
x

= lim
x→0+

x

√
1+ 1

x
x

=+∞,

επομένως η f δεν είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 0.

Γ2. Θα βρούμε τις ασύμπτωτες της f στο +∞ και στο −∞.
Η f είναι συνεχής στο R, οπότε δεν έχει κατακόρυφες ασύμπτωτες.

Εξετάζουμε για πλάγιες ασύμπτωτες της f στο +∞.

lim
x→+∞

f (x)

x
= lim

x→+∞

p
x2 +x

x
= lim

x→+∞
x
√

1+ 1
x

x
= 1 =λ

lim
x→+∞( f (x)−λx) = lim

x→+∞(
√

x2 +x −x) = lim
x→+∞

(
p

x2 +x −x)(
p

x2 +x +x)p
x2 +x −x

= lim
x→+∞

x2 +x −x2

p
x2 +x +x

= lim
x→+∞

x

x
(√

1+ 1
x +1

) = 1

2
=β

άρα η y =λx +β⇔ y = x + 1

2
είναι πλάγια ασύμπτωτη της f στο +∞.

Πλάγια ασύμπωτη της f στο −∞:

lim
x→−∞

f (x)

x
= lim

x→−∞
ex ημ x

x
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διότι γνωρίζουμε ότι |ημ x| ≤ 1 και

lim
x→−∞

ex

x
= lim

x→−∞ex 1

x
= 0 ·0 = 0,

άρα ∣∣∣∣ex

x
ημ x

∣∣∣∣≤ ∣∣∣∣ex

x

∣∣∣∣⇔−
∣∣∣∣ex

x

∣∣∣∣≤ ex

x
ημ x ≤

∣∣∣∣ex

x

∣∣∣∣
και

lim
x→−∞

∣∣∣∣ex

x

∣∣∣∣= lim
x→−∞−

∣∣∣∣ex

x

∣∣∣∣= 0,

επομένως από το κριτήριο παρεμβολής, είναι 0.

Θα εξετάσουμε για οριζόντια ασύμπτωτη στο −∞:

lim
x→−∞ f (x) = lim

x→−∞ex ημ x = 0.

Άρα η y = 0 είναι οριζόντια ασύμπτωτη της f στο −∞.

Γ3. Θέλουμε f (x) = x + 1

2
. Θέτουμε g (x) = f (x)−x − 1

2
, x ∈ [−π,0].

• Η g είναι συνεχής στο [−π,0] ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων.

• ■ g (−π) = e−π ημ(−π)− (−π) =π− 1

2
> 0

■ g (0) = e0 ημ 0−0− 1

2
=−1

2
< 0,

άρα g (π)g (0) < 0.

Από το Θεώρημα Bolzano, υπάρχει ένα τουλάχιστονξ ∈ (−π,0) τέτοιο ώστε g (ξ) = 0 ⇔ f (ξ) = ξ+ 1
2 .

Γ4. Είναι y =
p

x2 +x, άρα y(t ) =
√

x2(t )+x(t ). Θέλουμε y ′(t ) = x ′(t ). Παραγωγίζουμε:

y ′(t ) = 1

2
√

x2(t )+x(t )
·2x(t )x ′(t )+x ′(t )

= x ′(t )(2x(t )+1)

2
√

x2(t )+x(t )
.

Έχουμε

y ′(t ) = x ′(t ) ⇔ x ′(t )(2x(t )+1)

2
√

x2(t )+x(t )
= x ′(t )

⇔ 2x(t )+1 = 2
√

x2(t )+x(t )

⇔ (2x(t )+1)2 = 4(x2(t )+x(t ))

⇔ 1 = 0, άτοπο.

Επομένως, δεν υπάρχει t0 ≥ 0 τέτοιο ώστε y ′(t0) = x ′(t0).
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ΘΕΜΑ Δ

Δ1. Η F είναι παράγουσα της f άρα F ′(x) = f (x). Η εφαπτομένη (ε1) της C f στο M(1, f (1)) είναι πα-
ράλληλη στην (ε) : y = 2x, άρα ε1 ∥ ε⇔λε1 =λε, δηλαδή f ′(1) = 2.

H g (x) = F (x)

x ln x
, x > 0 είναι συνεχής στο (0,+∞) ως πηλίκο συνεχών συναρτήσεων και παραγωγίσι-

μη με

g ′(x) = F ′(x)x ln x −F (x)(x ln x)′

(x ln x)2
1 .

Όμως:

(x ln x)′ =
(
e ln x ln x

)
=

(
e ln x·ln x

)
= e(ln x)2

(
1

x
ln x + 1

x
ln x

)
= e(ln x)2 · 2ln x

x
= x ln x · 2ln x

x
.

Άρα αντικαθιστώντας στην 1 έχουμε

g ′(x) = f (x)x ln x − x f (x)
2ln x · x ln x · 2ln x

x

(x ln x)2
= f (x)x ln x − f (x)x ln x

(x ln x)2
= 0,

άρα η g είναι σταθερή στο (0,+∞).

Δ2. i. Για x = 1 έχουμε f (1) = 2F (1) ·0 ⇔ f (1) = 0. Όμως:

(x f (x))′ = (2F (x) ln x)′

f (x)+x f ′(x) = 2 f (x) ln x +2F (x)
1

x

x f ′(x) = 2 f (x) ln x +2
F (x)

x
− f (x) 2

για x > 0,

f ′(x) = 2 f (x) ln x

x
+ 2F (x)

x2
− f (x)

x

άρα η f ′ είναι συνεχής ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων, οπότε το όριο έχει μορφή
(0

0

)
και

αφού η f είναι παραγωγίσιμη και f ′ συνεχής, εφαρμόζουμε τον κανόνα De L’Hospital:

lim
x→1

f (x)

ln x
= lim

x→1

f ′(x)
1

x

= f ′(1) = 2.

ii. Στην 2 για x = 1 έχουμε

f ′(1) = 0+ 2F (1)

1
− f (1) ⇔ 2 = 2F (1) ⇔ F (1) = 1
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και επομένως g (1) = F (1)

1
= 1 και αφού η g είναι σταθερή, είναι g (x) = 1, x > 0, άρα

F (x)

x ln x
= 1,

δηλαδή F (x) = x ln x .

Δ3. Η F είναι συνεχής και παραγωγίσιμη στο (0,+∞) με F ′(x) = x ln x · 2ln x
x .

Για x = 1, F ′(1) = 0. Για x > 1: ln x > 0, άρα F ′(x) > 0.

x

F ′

F

0 1 +∞

− +■0

Η F ↓ (0,1] και F ↑ [1,+∞) με ολικό ελάχιστο για x = 1 το F (1) = 1.

Η F (x2) = F (x)− (x − 1)2 έχει προφανή λύση την x = 1 και η F έχει ολικό ελάχιστο για x = 1 το
F (1) = 1, άρα F (x2) ≥ 1 και F (x) ≥ 1.

Για x > 1 η F ↑, άρα x < x2 ⇔ F (x) < F (x2) ⇔ 0 < F (x2)−F (x) και −(x −1)2 < 0, άρα δεν υπάρχει
λύση στο (1,+∞).

Για x < 1 έχουμε x2 < x
F↓==⇒ F (x2) > F (x) ⇒ F (x2)−F (x) > 0 και −(x −1)2 < 0, άρα δεν υπάρχει

λύση στο (0,1), άρα η x = 1 είναι μοναδική λύση.

Δ4. Είναι

E =
e∫

1

|F (x)|d x =
e∫

1

F (x)d x.

Είναι F (x) = x ln x = e ln x ln x = e ln x·ln x = e ln2 x .

Όμως από γνωστή ανισότητα ισχύει ex ≥ x +1. Θέτουμε όπου x το ln2 x άρα έχουμε

e ln x2 ≥ ln2 x +1

και αφού η ισότητα ισχύει μόνο για x = 0 είναι

e∫
1

e ln2 xd x >
e∫

1

(ln2 x +1)d x ⇒ E >
e∫

1

(ln2 x +1)d x 3
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Υπολογίζουμε το ολοκλήρωμα:

e∫
1

(ln2 x +1)d x =
e∫

1

ln2 xd x +
e∫

1

1d x

=
e∫

1

(x)′ ln2 xd x + [x]e
1

= [ln2 x ·x]e
1 −

e∫
1

2ln x · 1

x
· xd x +e −1

= e · ln2 e −0−2

e∫
1

ln xd x +e −1

= e −2

e∫
1

ln x(x ′)d x +e −1

= e −2

[x ln x]e
1 −

e∫
1

1

x
·xd x

+e −1

= e −2
(
e − [x]e

1

)+e −1

= 2−2(e −e +1)+e −1

= 2e −3.

Επομένως από την 3 , E > 2e −3.
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